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B£ng kþ hi»u

H khæng gian Hilbert thüc
E khæng gian Banach
E∗ khæng gian �èi ng¨u cõa E
SE m°t c¦u �ìn và cõa E
R tªp c¡c sè thüc
R+ tªp c¡c sè thüc khæng ¥m
∅ tªp réng
∀x vîi måi x
D(A) mi·n x¡c �ành cõa to¡n tû A
R(A) mi·n £nh cõa to¡n tû A
A−1 to¡n tû ng÷ñc cõa to¡n tû A
I to¡n tû �çng nh§t
d(x,C) kho£ng c¡ch tø ph¦n tû x �¸n tªp hñp C
lim supn→∞ xn giîi h¤n tr¶n cõa d¢y sè {xn}
lim infn→∞ xn giîi h¤n d÷îi cõa d¢y sè {xn}
xn → x0 d¢y {xn} hëi tö m¤nh v· x0
xn ⇀ x0 d¢y {xn} hëi tö y¸u v· x0
J ¡nh x¤ �èi ng¨u chu©n tc
j ¡nh x¤ �èi ng¨u chu©n tc �ìn trà
Fix(T ) tªp �iºm b§t �ëng cõa ¡nh x¤ T
∂f d÷îi vi ph¥n cõa h m lçi f
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Mð �¦u

ChoE l  khæng gian Banach thüc. Kþ hi»uE∗ l  khæng gian li¶n hñp
cõa E, 〈x∗, x〉 l  gi¡ trà cõa phi¸m h m tuy¸n t½nh li¶n töc x∗ ∈ X∗

t¤i x ∈ E v  chu©n cõa E v  ∗ �·u kþ hi»u l  ‖ · ‖. B i to¡n b§t �¯ng
thùc bi¸n ph¥n trong khæng gian Banach E �÷ñc ph¡t biºu nh÷ sau:
Cho C l  mët tªp con lçi �âng, kh¡c réng cõa khæng gian Banach thüc
E, F : E → E l  mët ¡nh x¤ x¡c �ành tr¶n E.

T¼m ph¦n tû x∗ ∈ C sao cho 〈F (x∗), j(x− x∗)〉 ≥ 0 ∀x ∈ C, (1)

ð �¥y j l  ¡nh x¤ �èi ng¨u chu©n tc �ìn trà cõa E, ¡nh x¤ F l  ¡nh
x¤ gi¡, C l  tªp r ng buëc.

B i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n �÷ñc giîi thi»u l¦n �¦u ti¶n v o
n«m 1966 khi P. Hartman v  G. Stampacchia cæng bè nhúng nghi¶n
cùu �¦u ti¶n cõa m¼nh v· b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n li¶n quan tîi vi»c
gi£i c¡c b i to¡n bi¸n ph¥n, b i to¡n �i·u khiºn tèi ÷u v  c¡c b i to¡n
bi¶n trong lþ thuy¸t ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng. B i to¡n b§t �¯ng
thùc bi¸n ph¥n trong khæng gian væ h¤n chi·u v  c¡c ùng döng cõa
nâ �÷ñc giîi thi»u trong cuèn s¡ch "An Introduction to Variational
Inequalities and Their Applications" cõa D. Kinderlehrer v  G. Stam-
pacchia xu§t b£n n«m 1980 v  trong cuèn s¡ch "Variational and Qua-
sivariational Inequalities: Applications to Free Boundary Problems"
cõa C. Baiocchi v  A. Capelo xu§t b£n n«m 1984.

Luªn v«n tr¼nh b y ba ph÷ìng ph¡p gi£i b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n
ph¥n (1) trong khæng gian Banach lçi �·u, câ chu©n kh£ vi G¥teaux
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�·u vîi tªp r ng buëc C l  tªp khæng �iºm chung cõa c¡c ¡nh x¤ m-
j-�ìn �i»u. Nëi dung cõa luªn v«n �÷ñc tr¼nh b y trong hai ch÷ìng.
Ch÷ìng 1 giîi thi»u mët sè kh¡i ni»m v  t½nh ch§t cõa khæng gian

Banach lçi �·u, câ chu©n kh£ vi G¥teaux �·u, ¡nh x¤ �èi ng¨u chu©n
tc, ¡nh x¤ j-�ìn �i»u, to¡n tû gi£i trong khæng gian Banach; �çng
thíi tr¼nh b y ph÷ìng ph¡p �÷íng dèc nh§t gi£i b i to¡n b§t �¯ng
thùc bi¸n ph¥n tr¶n tªp �iºm b§t �ëng cõa ¡nh x¤ khæng gi¢n, ph÷ìng
ph¡p lai gh²p �÷íng dèc nh§t, ph÷ìng ph¡p �iºm g¦n k· t¼m khæng
�iºm cõa ¡nh x¤ m-j-�ìn �i»u trong khæng gian Banach.
Ch÷ìng 2 tr¼nh b y ba ph÷ìng ph¡p �iºm g¦n k· k¸t hñp vîi ph÷ìng

ph¡p �÷íng dèc nh§t (mët ph÷ìng ph¡p l°p ©n v  hai ph÷ìng ph¡p
l°p hi»n) gi£i b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n vîi ¡nh x¤ gi¡ l  ¡nh
x¤ j-�ìn �i»u m¤nh v  gi£ co ch°t, tªp r ng buëc l  tªp khæng �iºm
chung cõa c¡c ¡nh x¤ m-j-�ìn �i»u trong khæng gian Banach lçi �·u
câ chu©n kh£ vi G¥teaux �·u.
Luªn v«n �÷ñc ho n th nh t¤i Tr÷íng �¤i håc Khoa håc � �¤i håc

Th¡i Nguy¶n. �¦u ti¶n, tæi xin k½nh gûi líi c£m ìn ch¥n th nh v  s¥u
sc �¸n th¦y GS.TS. Nguy¹n B÷íng, ng÷íi �¢ tªn t¼nh gióp �ï tæi
trong suèt qu¡ tr¼nh l m luªn v«n.
Tæi xin gûi c¡m ìn �¸n c¡c quþ Th¦y Cæ trong khoa To¡n - Tin cõa

tr÷íng �¤i håc Khoa håc Th¡i Nguy¶n �¢ tªn t¼nh truy·n �¤t ki¸n
thùc v  kinh nghi»m quþ b¡u cho tæi trong suèt qu¡ tr¼nh tæi håc tªp
t¤i tr÷íng.
Tæi xin gûi c¡m ìn �¸n c¡c quþ Th¦y Cæ trong Pháng � o t¤o cõa

Tr÷íng �¤i håc Khoa håc Th¡i Nguy¶n �¢ t¤o �i·u ki»n thuªn lñi cho
tæi ho n th nh ch÷ìng tr¼nh håc tªp v  thüc hi»n luªn v«n n y.
Cuèi còng, tæi xin gûi líi c¡m ìn �¸n gia �¼nh v  b¤n b± �¢ �ëng

vi¶n, t¤o �i·u ki»n thuªn lñi cho tæi ho n th nh luªn v«n n y.

Th¡i Nguy¶n, th¡ng 10 n«m 2018

T¡c gi£ luªn v«n
Nguy¹n V«n H£i
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Ch÷ìng 1

Giîi thi»u b i to¡n b§t �¯ng thùc

bi¸n ph¥n trong khæng gian Banach

Ch÷ìng n y tr¼nh b y trong hai möc. Möc 1.1 giîi thi»u kh¡i ni»m
v  tr¼nh b y mët sè t½nh ch§t cõa khæng gian Banach lçi �·u câ chu©n
kh£ vi G¥teaux �·u, ¡nh x¤ �èi ng¨u chu©n tc, ¡nh x¤ j-�ìn �i»u v 
to¡n tû gi£i trong khæng gian Banach. Möc thù hai cõa ch÷ìng giîi
thi»u v· b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n j-�ìn �i»u trong khæng
gian Banach, tr¼nh b y ph÷ìng ph¡p lai gh²p �÷íng dèc nh§t gi£i b§t
�¯ng thùc bi¸n ph¥n tr¶n tªp �iºm b§t �ëng chung cõa c¡c ¡nh x¤
khæng gi¢n v  ph÷ìng ph¡p �iºm g¦n k· trong tr÷íng hñp �°c bi»t
t¼m khæng �iºm cõa ¡nh x¤ j-�ìn �i»u. Nëi dung cõa ch÷ìng �÷ñc
vi¸t tr¶n cì sð c¡c t i li»u [1]�[3], [11]�[14] v  c¡c t i li»u �÷ñc tham
chi¸u trong �â.

1.1 �nh x¤ j-�ìn �i»u

Cho E l  khæng gian Banach vîi khæng gian �èi ng¨u kþ hi»u l 
E∗. Ta dòng kþ hi»u ‖.‖ cho chu©n trong E v  E∗ v  vi¸t t½ch �èi
ng¨u 〈x, x∗〉 thay cho gi¡ trà cõa phi¸m h m tuy¸n t½nh x∗ ∈ E∗ t¤i
�iºm x ∈ E, tùc l  〈x, x∗〉 = x∗(x). Vîi mët ¡nh x¤ A : E → 2E, ta
s³ �ành ngh¾a mi·n x¡c �ành, mi·n gi¡ trà v  �ç thà cõa nâ t÷ìng ùng
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nh÷ sau:

D(A) = {x ∈ E : A(x) 6= ∅},
R(A) = ∪{Az : z ∈ D(A)},

v 
G(A) = {(x, y) ∈ E × E : x ∈ D(A), y ∈ A(x)}.

�nh x¤ ng÷ñc A−1 cõa ¡nh x¤ A �÷ñc �ành ngh¾a bði:

x ∈ A−1(y) n¸u v  ch¿ n¸u y ∈ A(x).

1.1.1 Khæng gian Banach lçi �·u

�ành ngh¾a 1.1.1 Khæng gian Banach E �÷ñc gåi l  ph£n x¤, n¸u
vîi måi ph¦n tû x∗∗ ∈ E∗∗, khæng gian li¶n hñp thù hai cõa E, �·u
tçn t¤i ph¦n tû x ∈ E sao cho

x∗(x) = x∗∗(x∗) ∀x∗ ∈ E∗.

N¸u E l  khæng gian Banach ph£n x¤ th¼ måi d¢y bà ch°n trong E
�·u câ d¢y con hëi tö y¸u. �â l  nëi dung cõa �ành lþ sau �¥y.

�ành lþ 1.1.2 (xem [3]) Cho E l  khæng gian Banach. Khi �â, c¡c

kh¯ng �ành sau l  t÷ìng �÷ìng:

(i) E l  khæng gian ph£n x¤.

(ii) Måi d¢y bà ch°n trong E �·u câ mët d¢y con hëi tö y¸u.

Kþ hi»u SE := {x ∈ E : ‖x‖ = 1} l  m°t c¦u �ìn và cõa khæng
gian Banach E. Sau �¥y l  �ành ngh¾a khæng gian Banach lçi ch°t v 
lçi �·u.

�ành ngh¾a 1.1.3 (i) Khæng gian Banach E �÷ñc gåi l  lçi ch°t
n¸u vîi måi �iºm x, y ∈ SE, x 6= y, suy ra

‖(1− λ)x + λy‖ < 1 ∀λ ∈ (0, 1).
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(ii) Khæng gian Banach E �÷ñc gåi l  lçi �·u n¸u vîi måi ε ∈ (0, 2]

v  c¡c b§t �¯ng thùc ‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1, ‖x − y‖ ≥ ε thäa m¢n
th¼ tçn t¤i δ = δ(ε) > 0 sao cho ‖(x + y)/2‖ ≤ 1− δ.

Mèi li¶n h» giúa khæng gian Banach lçi �·u, lçi ch°t v  ph£n x¤
�÷ñc cho bði �ành lþ d÷îi �¥y.

�ành lþ 1.1.4 (xem [3]) Måi khæng gian Banach lçi �·u �·u l  lçi

ch°t v  ph£n x¤.

�ành ngh¾a 1.1.5 Khæng gian Banach E �÷ñc gåi l  trìn n¸u vîi
méi �iºm x n¬m tr¶n m°t c¦u �ìn và SE tçn t¤i duy nh§t mët phi¸m
h m gx ∈ E∗ sao cho 〈x, gx〉 = ‖x‖ v  ‖gx‖ = 1.

�ành ngh¾a 1.1.6
(i) Chu©n cõa khæng gian Banach E �÷ñc gåi l  kh£ vi G¥teaux n¸u
vîi méi y ∈ SE giîi h¤n

lim
t→0

‖x + ty‖ − ‖x‖
t

(1.1)

tçn t¤i vîi x ∈ SE, kþ hi»u 〈y,5‖x‖〉. Khi �â 5‖x‖ �÷ñc gåi l  �¤o
h m G¥teaux cõa chu©n.

(ii) Chu©n cõa E �÷ñc gåi l  kh£ vi G¥teaux �·u n¸u vîi méi y ∈ SE,
giîi h¤n (1.1) �¤t �÷ñc �·u vîi måi x ∈ SE.

Mèi li¶n h» giúa khæng gian Banach trìn v  t½nh kh£ vi G¥teaux
cõa chu©n �÷ñc cæng bè trong �ành lþ sau.

�ành lþ 1.1.7 (xem [3]) Khæng gian Banach E l  trìn khi v  ch¿

khi chu©n cõa E kh£ vi G¥teaux tr¶n E \ {0}.

1.1.2 �nh x¤ �èi ng¨u chu©n tc

�ành ngh¾a 1.1.8 �nh x¤ Js : E → 2E
∗
, s > 1 (nâi chung l  �a

trà) x¡c �ành bði

Jsx = {uq ∈ E∗ : 〈x, us〉 = ‖x‖‖us‖, ‖us‖ = ‖x‖s−1},


